Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

‘ 1 ‘ @@ On pose pour tous x,y €[0,1] x [0,1] :

X*xy=x+y—xy.
1) Montrer que ([O, 1] ,*) est un magma commutatif
et associatif avec élément neutre.
2) Quels sont les éléments inversibles de ([O, 1], *) ?

@ GROUPES ET SOUS-GROUPES

‘ 2 ‘ (® On pose pour tous (x,y),(x’,y ) ER* xR :
(e, y)* (', y") = (ex’, xy" + y).

1) Montrer que (R* x R, *) est un groupe. Ce groupe
est-il commutatif ?

2) Simplifier (x, y)" pour tous (x,y) € R*xRetn € N.

\ 3 \ 00 .
1) Soient G un groupe, M un ensemble et ¢ une bi-
jection de G sur M. On définit une loi interne * sur
M en posant pour tous x,y € M :
xxy=¢(e () ()
Montrer que (M, *) est un groupe.
thx +th
2) a) Montrer que th (x + y) = X TRy pour
tous x,y € R. 1+thxthy
b) On pose pour tous x,y € ]—1,1[ :
+
Xey= Ty
1+xy
Montrer que @ est une loi interne sur ]—1,1[
et que (] —1,1], GB) est un groupe commutatif.
‘ 4 ‘ @ Soit p € N* fixé. Montrer que 'ensemble des e ,

(k,n) décrivant Z x N, est un sous-groupe de C*.

‘ 5 ‘ (® Montrer que {zE(CI dneN* 32" =1} est un
— sous-groupe de C*.

"* \‘ Dans cet exercice, le symbole de composition o est omis.
—— /) On note s l'application z — 2z et on pose :

H={z¢—>az+b| aeC bEC},

puis Hs = {fs | f GH} et G=H UHs.
N OO
a) Montrer que H est un groupe pour la composi-
tion.
b) Montrer que shs € H pour tout h € H, puis que
G est un sous-groupe de S¢.
2) @@ @ Soit n = 2. On note D, 'ensemble des
fonctions f € G pour lesquelles f(U,) C U,,.
a) Pourquoi la fonction f| v est-elle une permuta-
tion de U, pour tout f € D,?
b) Montrer que D, est un sous-groupe de G, ap-
pelé le groupe diédral de degré n.

. r 2in
¢) Montrer que D, contients etz +——e 1 z.
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STRUCTURES DE GROUPE ET D’ANNEAU

d) Que vaut la somme des éléments de U, ? En
déduire que tout élément de D,, fixe 0.
e) Montrer que :

D, = {rkss

| kelon—11, ee{o,1}}.

(®@® Soient a,b € N*. A quelle condition nécessaire
et suffisante simple sur a et b est-il vrai que U, est un
sous-groupe de Uy ?

®@® Soit G un groupe.

1) Soit (H;);c; une famille de sous-groupes de G in-
dexée par un ensemble I. Montrer que mHi est
un sous-groupe de G. iel

2) Soit x € G. On appelle centralisateur de x dans
G, noté Cg(x), 'ensemble des éléments de G qui
commutent & x. Montrer que C;(x) est un sous-
groupe de G.

3) On appelle centre de G et on note Z(G) 'ensemble
des éléments de G qui commutent a TOUT élément
de G. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

1) Trouver deux sous-groupes de R* dont la réunion
N’est PAS un sous-groupe de R*.

2) Soient G un groupe et (H,),cy Une suite CROIS-
SANTE de sous-groupes de G. Montrer que U H,
est un sous-groupe de G. neN

(™ (@ Soient G un groupe fini et A et B deux parties de
G pour lesquelles |A| + |B| > |G|. On pose :

B'={b'| beB} et AB={ab| acA beB}

1) Montrer que ANgB™! est non vide pour tout g € G.
2) En déduire que G = AB.

©O
1) Soient G un groupe commutatif fini et g € G.
a) Montrer que l'application x —— gx est une
permutation de G.
b) Montrer, en calculant de deux maniéres le pro-
duit l_[ (gx), que g!°l = 1. Ce résultat est

xX€G
un cas particulier du théoréme de Lagrange pro-

posé plus loin en exercice.
2) Déterminer tous les sous-groupes finis de C*.

™ @® Soient G un groupe fini et H un sous-groupe
de G.

1) Pour tous x,y € G, on dit que x ~ y si y = xh
pour un certain h € H. Montrer que ~ est une re-
lation d’équivalence sur G et déterminer la classe
d’équivalence de x associée pour tout x € G.
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2) En déduire le théoréme de Lagrange selon lequel
|H| divise |G].

3) Sideux sous-groupes de G ont des cardinaux pre-
miers entre eux, que peut-on dire de leur intersec-
tion?

®®@® Soient G un groupe et X une partie de G. On
note (X) lintersection de tous les sous-groupes de G qui
contiennent X.

1) Montrer que (X) est le plus petit sous-groupe de
G contenant X. On I'appelle le sous-groupe (de G)
engendré par X.

2) Montrer que (X) est 'ensemble de tous les produits
X]'Xp2 .. x5 xy,...,x, décrivant X et gq,...,¢,
valant £1 — avec la convention qu'un produit vide
vaut 1; pour n =0.

3) On suppose G fini et que X = {x} pour un certain
x € G. On note (x) le sous-groupe (X).

\13\

a) Montrer que 'ensemble {k € N* | xk = lG}
posséde un plus petit élément m, appelé 'ordre
de x.

b) Montrer que }(x)| =m

¢) En déduire que x/°! = 1, grace au théoréme
de Lagrange de I'exercice précédent.

Soit G un groupe.

1) ® On suppose que x> = 1; pour tout x € G.
Montrer que G est commutatif.

2) @ On suppose que (xy)® = x3y3 pour tous
x,y € G et que tout élément de G peut étre écrit
comme un cube.

a) Montrer que x3y? = y2x3 pour tous x,y € G.

b) En déduire que pour tout x € G, x?> commute
a tout élément de G.

¢) En déduire que G est commutatif.

\14\

‘ ‘ M@ Montrer que tout groupe fini de cardlnal pair
contient un élément x # 1, pour lequel x? = 1.

@ MORPHISMES DE GROUPES

(®» Montrer que les applications suivantes sont des
morphismes de groupes et déterminer leur image et leur
noyau : 1) n+— (—1)" sur Z.

\16\

Z
2) g+—— — surC*.
Z

4) M —> det(M) sur GL,(C).

3) (rnu)—rusurR; xU.

‘17‘ (@ On note G 'ensemble des matrices ((1) 711), n

— décrivant Z.
1) Montrer que G est un sous-groupe de GL,(R).
2) A quel groupe familier G est-il isomorphe ?

STRUCTURES DE GROUPE ET D’ANNEAU

‘ ‘ ®@® Soit G un groupe. Pour tout g € G, on note o
~— Tapplication x — gxg~! de G dans G.
1) Montrer que o, est un automorphisme de G pour
tout g € G.
2) Montrer que l'application g s O, est un mor-
phisme de groupes de G dans Aut(G) et décrire
son noyau.

8

(@ Soit G un groupe. Pour tout g € G, on note u,
I'application x — gx de G dans G.
1) Montrer u, est une permutation de G pour tout
g€aG.

2) Montrer que l'application g N Ug €st un mor-
phisme de groupes injectif de G dans Sg,.

\1\

20 9C
~~/ 1) Soient G un groupe et x € G. On pose :
x)={x*| kez}.
Montrer que (x) est un sous-groupe de G, puis que
les endomorphismes de groupe de {x) sont exac-
tement les applications g — g", n décrivant Z.
2) Décrire : a) Aut(Z). b) Aut(Q).
¢) Aut(U,) pour tout n € N*.

‘271‘ 1) @ Montrer que les groupes R et R’ sont iso-

morphes.

2) ©O

a) Soit f un morphisme de groupes de Q dans Q7.
2
Observer que f (%) = f(x) pour tout x € Q

et en déduire que f n’est pas surjectif.
b) En déduire que les groupes Q et Q} ne sont pas
isomorphes.
3) & Déterminer 'ensemble des morphismes
de groupes de Q dans Q7.

™ @® Soient m,n € N*,
On note f I'application z — (z zm) deU,,,dans U,,xU,,.
1) Montrer que f est un morphisme de groupes et
trouver un entier k € N* pour lequel Ker f = U,.
2) A quelle condition nécessaire et suffisante sur m
et n lapplication f est-elle un isomorphisme de
groupes de U,,, sur U,, x U, ?

\22\

‘ ‘ ®@® Soient G et G’ deux groupes isomorphes. Mon-
trer que Aut(G) et Aut(G’) sont isomorphes.

"274“ (® Soient G un groupe fini et ¢ un morphisme de
— groupes de G dans C*. Calculer Z p(x).

xeG
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@ ANNEAUX

(25) Montrer que Q(v3) = {a+bv3| a,beQ} est

" un corps.

, b
(® On note A 'ensemble des matrices (0 a), aeth

‘ 26 ‘ décrivant Z.
1) Montrer que A est un anneau pour les lois d’addi-
tion et de multiplication matricielles.
2) Déterminer U(A).
(27) © R N
="/ 1) Lanneau (R ,+, x) est-il integre ?
2) Déterminer U(RR).
‘2 Soit a € N* fixé.
— On pose A= {— | p €Z, neN}.
an
1) & Montrer que A est un sous-anneau de Q et dé-
terminer U(A).
2) @™ Déterminer U(A) dans les cas suivants :
a) a=2. b) a=10.
\29\ GO . .
~”J 1) Onrappelle que Z[i] = {a +ib| a,be Z} est un
sous-anneau de C. Montrer que pour tout z € Z[i] :
|z|> €N, puis en déduire U(Z[i]).
2) Montrer que I'ensemble :
Z[i\/i] = {a+ib\/§ | a,be Z}
est un sous-anneau de C, puis déterminer U(Z[iﬁ]).
‘ 3 O\ ® . Soit n € Z. On note A I'ensemble des matrices
b , a et b décrivant Q.
1) Montrer que A est un sous-anneau commutatif de
M5(R).
2) Montrer que A est un corps si et seulement si n
N’est PAS un carré parfait.
‘ ‘ @ On a vu en cours que les sous-groupes de Z sont
exactement les ensembles nZ, n décrivant N.
1) Montrer que Z est le seul sous-anneau de Z.
2) Montrer que pour tous a,b € Z, aZ + bZ est un
sous-groupe de Z, puis que aZ + bZ = (a A b) Z.
‘ 32 ‘ ™ @ Soit A un anneau integre. Pour tous a, b € A, on

dit que a divise b (dans A), ce qu'on note a | b, si b = ak
pour un certain k € A. Montrer que pour tous a,b €A :

albetbla < 3dJueU@), b=au.

STRUCTURES DE GROUPE ET D’ANNEAU

‘ ‘ (™ @® Soit A un anneau. Un élément x € A est dit nil-
“" potent si x? = 0, pour un certain p € N*. Le cas échéant,
le plus petit entier p qui satisfait cette relation est ap-
pelé l'indice de nilpotence de x.

1) Montrer que si A est intégre, 0, est le seul élément
nilpotent de A.

2) Montrer que la somme et le produit de deux élé-
ments nilpotents de A qui commutent sont encore
nilpotents.

3) Pour tout x € A nilpotent, montrer que 1, — x est
inversible et déterminer (1, —x)'.

‘ ‘ @@ Soit A un anneau de Boole, i.e. un anneau non
~ ") nul pour lequel x? = x pour tout x € A.
1) Montrer que A est commutatif.
2) Déterminer A dans le cas ou A est intégre.
3) On définit une relation binaire < sur A en posant
pour tous x,y €A: x <y <& yx=x.
Montrer que <X est une relation d’ordre.

‘ 35 ‘ Soit A un anneau.

"7 1) @& On appelle centre de A et on note Z(A) l'en-
semble des éléments de A qui commutent a TOUT
élément de A. Montrer que Z(A) est un sous-anneau
de A.

2) @ On suppose que x> = x pour tout x € A.
a) Montrer que : xy =0, = yx =0,
pour tous x,y €A.
b) Soit x € A. On suppose que x> = x. Montrer
que x € Z(A) en étudiant x(y — xy) pour tout
y €A
¢) Montrer que x? € Z(A) pour tout x € A.
d) Montrer enfin que A est commutatif.
Le théoréme de Jacobson — difficile — énonce plus gé-
néralement que A est comutatif si :

VxeA 3In=2, x"=x.

36) OO .
) 1) Les anneaux R et C sont-ils isomorphes ?
2) Déterminer tous les endomorphismes d’anneau de
C dont la restriction a R est la fonction identité.

® GROUPES SYMETRIQUES

(37) ©
1 2 3 4 5 6 7
~ D Onposec={, 4, 7 1 3 5 &
(1 2 3 4 5 6 7\ g . -1
et@-(1 4 2 7 6 5 3).Ecrlre09 et o

comme des produits de cycles disjoints.
2) Ecrire la permutation :

(12)(2465)(137)(254)(3561)(25)(146)

comme un produit de cycles disjoints.
3) Calculer la signature des permutations :

1 2 3 4 5 6 7
5 7 2 1 6 4 3

et (134)(2431)(23).
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3 8\\ &) On note A, 'ensemble des permutations paires
~ "/ de S,. Montrer que A, est un sous-groupe de cardinal

!
% de S,.

‘\:ﬁ | 1) Simplifier o (a; a; ... a,) o !pourtouso € S,
etag,...,a, €[[1,n] distincts avec p = 2.
2) ®@® Montrer que toute permutation de [1,n]
est un produit de transpositions (1 i), i décrivant
[2,n].
3) M@ Montrer que pour tout n = 3, Id est la
seule permutation de [1,n] qui commute a tout
élément de S,,.
4 OO0
a) Montrer que toute permutation de [1,n] est
un produit de transpositions (i i+ 1), i décri-
vant [1,n—17.

b) En déduire que toute permutation de [1, n] est
un produit des permutations (12)et(12 ... n).

STRUCTURES DE GROUPE ET D’ANNEAU



